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ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎËÈÃÎÍ ÄËß ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Õðàïîâèöêèé Èâàí Ñåðãååâè÷

Îäíèì èç çíà÷èòåëüíåéøèõ ñîáûòèé,
ìîãóùèõ ðàäèêàëüíî ïîâëèÿòü íà òåõíî-
ëîãèþ ïðåïîäàâàíèÿ ãåîìåòðèè â øêîëå,
ÿâëÿåòñÿ, íà ìîé âçãëÿä, ïîÿâëåíèå ñïåöè-
àëüíûõ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Â ÷àñò-
íîñòè, ýòî ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùèå îñó-
ùåñòâëÿòü äèíàìèçàöèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáúåêòîâ. Îäíó èç íèõ � The Geometer�s
Sketchpad � ÿ ïðèîáðåë äâà ãîäà òîìó íà-
çàä. Ýòî áûëî ìîåé ëó÷øåé íàõîäêîé çà
âñå ãîäû ðàáîòû â øêîëå. Ïîñòåïåííî ÿ
ïðèøåë è êî âòîðîìó îòêðûòèþ � ýòó ïðî-
ãðàììó ïî÷òè íèêòî èç ìîèõ êîëëåã, ó÷è-
òåëåé ìàòåìàòèêè, æèâóùèõ â ðàäèóñå îêî-
ëî ïÿòèñîò êèëîìåòðîâ (âîçìîæíî, è áîëü-
øå!) íå çíàåò. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâîâàëè
ìîè ïîèñêè â Èíòåðíåò.

The Geometer�s Sketchpad (äàëåå
GS) � íåáîëüøàÿ ïðîãðàììêà (îêîëî 1 Ìá,
ó ìåíÿ 3-ÿ âåðñèÿ), êîòîðàÿ ìîæåò âûïîë-
íÿòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå îïåðàöèè:

1) ñòðîèòü òî÷êè, ïðÿìûå, ëó÷è, îò-
ðåçêè, îêðóæíîñòè;

2) èç ýòèõ ôèãóð îáðàçîâûâàòü èõ
êîìáèíàöèè � äðóãèå ôèãóðû: óãëû, ìíî-
ãîóãîëüíèêè, ÷àñòè êðóãà è äàæå ýëëèïñû
ñ ãèïåðáîëàìè è ïàðàáîëàìè;

3) îòìå÷àòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïðÿ-
ìîé, ëîìàíîé, îêðóæíîñòè;

4) ñòðîèòü îòðåçêè è óãëû çàäàííîé
âåëè÷èíû;

5) ïðîâîäèòü ïðÿìûå, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûå è ïàðàëëåëüíûå äàííîé, ñòðîèòü
áèññåêòðèñó óãëà;

6) âûïîëíÿòü ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ,
ñèììåòðèè, ïîâîðîò è ãîìîòåòèþ ôèãóðû;

7) äåôîðìèðîâàòü ôèãóðó èëè îòäåëü-
íûå åå ÷àñòè;

8) âû÷èñëÿòü äëèíó îòðåçêà, âåëè÷è-
íó óãëà, ïåðèìåòð è ïëîùàäü ìíîãîóãîëü-
íèêà, äëèíó îêðóæíîñòè è ïëîùàäü êðóãà
(âñå ýòî ïðèáëèæåííî);

9) îñóùåñòâëÿòü àíèìàöèè ôèãóðû
èëè îòäåëüíûõ åå òî÷åê.

 Òàêèì îáðàçîì, êîìïüþòåð êàê áû
äàåò íàì â ðóêè êëàññè÷åñêèå öèðêóëü ñ
ëèíåéêîé ïëþñ èçìåðèòåëüíîå óñòðîéñòâî
(ôóíêöèè êîòîðîãî îí èñïîëíÿåò ñàì).
Ñìûñë îïåðàöèè 7 âèäåí èç ðèñóíêà 1.

Åñëè çàöåïèòü «ìûøêîé» çà âåðøè-
íó À ëåâîãî òðåóãîëüíèêà è ïîòÿíóòü åå,
òî òðåóãîëüíèê äåôîðìèðóåòñÿ è ïðèíè-
ìàåò âèä íà ðèñóíêå ñïðàâà. Ìåäèàíû ïðè
ýòîì îñòàþòñÿ ìåäèàíàìè, à îòíîøåíèå

îòðåçêîâ ñîõðàíÿåòñÿ. Ìû
èìååì äåëî ñ àôèííûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè. Îïåðàöèÿ 8
äàåò âîçìîæíîñòü âûâîäà íà
ìîíèòîð ÷èñëîâûõ õàðàêòå-
ðèñòèê ôèãóð. Âî âðåìÿ èç-
ìåíåíèÿ ôèãóð ìåíÿþòñÿ è
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû.
Âñå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïî-
ëó÷àåì ìîùíîå ýâðèñòè÷å-
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ñêîå ñðåäñòâî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Ä. Ïîéà
ìîã áû îá ýòîì òîëüêî ìå÷òàòü! Ìàêñè-
ìàëüíàÿ ýâðèñòè÷íîñòü ðèñóíêîâ-÷åðòåæåé
ïðîâîöèðóåò ïîëüçîâàòåëÿ íà óâëåêàòåëü-
íóþ èññëåäîâàòåëüñêóþ äåÿòåëüíîñòü. Ñàìà
ïðîãðàììà î÷åíü ïðîñòà â ðàáîòå � äëÿ åå
ïðèìåíåíèÿ íå òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíûõ
çíàíèé èíôîðìàòèêè. Âîçìîæíîñòü èçìå-
íÿòü ôèãóðó â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì æå-
ëàíèåì åñòåñòâåííî âûâîäèò ãåîìåòðè÷åñ-
êèå ïðåäñòàâëåíèÿ ó÷åíèêà è åãî ñîçíà-
íèå èç ñòàòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìûøëå-
íèþ ÷óæäà ñòàòèêà.

Êðîìå âñåãî, ñòàðûå çàäà÷è íà ïî-
ñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè
îáðåòàþò íîâîå äûõàíèå � ðåøàòü èõ íà
êîìïüþòåðå íåñðàâíåííî èíòåðåñíåå, ÷åì
äðåâíèìè åâêëèäîâñêèìè èíñòðóìåíòàìè.
Ïðîãðàììà GS ñóùåñòâåííî îáîãàùàåò
òåõíîëîãèþ ðàáîòû íàä çàäà÷åé. Òåïåðü
îíà ìîæåò äîïîëíèòüñÿ ïîñòðîåíèåì äè-
íàìè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîä ïîñëåäíåé áó-
äåì ïîíèìàòü âûïîëíåííûé íà êîìïüþòå-
ðå ÷åðòåæ, ñîîòâåòñòâóþùèé óñëîâèþ çà-
äà÷è, è âûâåäåííûå (ïðè íåîáõîäèìîñòè)
íà ìîíèòîð ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû. Ýòî ïî-
òåíöèàëüíî äèíàìè÷åñêèé ÷åðòåæ, òàê êàê
îí íåñåò â ñåáå ñïîñîáíîñòü ê èçìåíå-
íèþ, ñîõðàíÿþùåìó, îäíàêî, çàëîæåííûå
â ðèñóíîê ñâîéñòâà ôèãóðû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåêîòîðûå âîç-
ìîæíîñòè íàøåé ïðîãðàììû ñ òî÷êè çðå-
íèÿ ìåòîäèêè ïðåïîäàâàíèÿ ãåîìåòðèè.

 1. ÏÐÎÅÊÒ
«ÑÏÐÀÂÎ×ÍÈÊ ÏÎ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ»

Ïåðâîå, ÷òî ïðèõîäèò â ãîëîâó ó÷è-
òåëþ, èìåþùåìó ïðîãðàììó GS, � ýòî èäåÿ
ñîçäàíèÿ âìåñòå ñ ó÷åíèêàìè íåêîåãî

ýëåêòðîííîãî ïîñîáèÿ ïî êóðñó ïëàíèìåò-
ðèè. Äåòè, ïîëó÷èâ êîíêðåòíîå çàäàíèå,
ìàêñèìàëüíî ïîãðóæàþòñÿ â ñóòü ðàçëè÷-
íûõ òåîðåì êóðñà, ïîòîìó ÷òî ãåîìåòðèÿ
«äåëàåòñÿ ñâîèìè ðóêàìè» è çàíèìàòüñÿ
åþ òàê èíòåðåñíî.

Ïîñòàâèì ïåðåä âîñüìèêëàññíèêàìè
òàêóþ çàäà÷ó: íàéòè, ïðè êàêîì óñëîâèè
ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü îêîëî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà. Ðàáîòó çà êîìïüþòåðîì
ìîæíî îðãàíèçîâàòü òàê:

Ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõó-
ãîëüíèê ABCD. Ïðîâåñòè îêðóæíîñòü
÷åðåç âåðøèíû À, Â, Ñ. Âûâåñòè íà ìî-
íèòîð âåëè÷èíû âñåõ óãëîâ è ïåðåìå-
ùàòü âåðøèíó D ïî ïëîñêîñòè äî òåõ
ïîð, ïîêà îíà íå ïîïàäåò íà îêðóæíîñòü
(ðèñóíîê 2). Çàìå÷àåì ïðè ýòîì, ÷òî

o180=∠+∠=∠+∠ DBCA . Âîçíèêàåò ãè-
ïîòåçà: îêîëî âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, åñëè ñóììà åãî ïðîòèâîëåæàùèõ
óãëîâ ðàâíà 180°. Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷èì,
åñëè âñïîìíèì èçó÷åííîå íàêàíóíå ñâîé-
ñòâî âïèñàííûõ óãëîâ è ïîñòðîèì âñïî-
ìîãàòåëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCE.

Çàòåì, åñòåñòâåííî, ñòàâèì ïåðåä
ó÷àùèìèñÿ çàäà÷ó: ïðè êàêîì óñëîâèè
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü â ÷åòûðåõó-
ãîëüíèê? Ýêñïåðèìåíò áóäåò ñõîæèì ñ
ïðîâåäåííûì.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð.
Íà ñòîðîíàõ a, b, c ïðîèçâîëüíîãî

òðåóãîëüíèêà ïîñòðîèì êâàäðàòû (ðèñóíîê
3). «Îòðåæåì» îò áîëüøåãî èç íèõ äâà
ïðÿìîóãîëüíèêà, ðàâíîâåëèêèå ìåíüøèì
êâàäðàòàì. Åñëè èçìåíÿòü òðåóãîëüíèê (çà-
öåïèâ ìûøêîé îäíó èç åãî âåðøèí), òî
ìîæíî ïðîñëåäèòü çà èçìåíåíèåì ñóììû

22 ba +  è ñðàâíèòü åå ñ 2c . Åñëè
222 cba <+ , êàê íà ðèñóíêå, òî òðåóãîëü-
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Ðèñóíîê 2.
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íèê, êàê âèäèì (è äîêàæåì!), � òóïîóãîëü-
íûé; ïðè 222 cba <+  òðåóãîëüíèê ñòàíåò
îñòðîóãîëüíûì, à â ñëó÷àå 222 cba =+  �
ïðÿìîóãîëüíûì. Òðóäíî ïðåäñòàâèòü áî-
ëåå íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñëåäñòâèÿ
èç òåîðåìû êîñèíóñîâ!

Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ìîæíî ñîçäàòü
ïî÷òè äëÿ ëþáîé òåîðåìû ãåîìåòðèè. Åñëè
ó÷åñòü, ÷òî ïðîãðàììà GS äàåò âîçìîæ-
íîñòü îñóùåñòâëÿòü àíèìàöèè îáúåêòîâ, òî
èìååì âñå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäå-
ëàòü èíòåðåñíîå ýëåêòðîííîå ïîñîáèå ïî
ãåîìåòðèè, â êîòîðîì êàæäûé ôàêò ïîëó-
÷èò óáåäèòåëüíîå ýìïèðè÷åñêîå ïîäòâåð-
æäåíèå. Ïðîãðàììà äîïóñêàåò ê òîìó æå
ôèêñàöèþ îñíîâíîé èäåè èëè ïëàíà äî-
êàçàòåëüñòâà. È ñàìîå ãëàâíîå çäåñü â òîì,
÷òî ýòî ïîñîáèå ìîæåò ñîçäàâàòü êàæäûé
çàèíòåðåñîâàííûé ó÷åíèê, ïîëó÷àÿ îò ðà-
áîòû ïîäëèííîå óäîâîëüñòâèå. Âîçìîæíî,
îí íå ðàçáåðåòñÿ âî âñåõ äåäóêòèâíûõ
àñïåêòàõ êóðñà ãåîìåòðèè, íî çàòî âïëîò-
íóþ ïîçíàêîìèòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåò-
ðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ïóñòü ïîêà è íà
ýìïèðè÷åñêîì óðîâíå. Êîíå÷íî, äàííàÿ
ðàáîòà òðåáóåò îò ó÷èòåëÿ äåëèêàòíîãî
ïîäõîäà, ÷òîáû íå íàâðåäèòü ôîðìèðîâà-
íèþ íàó÷íîãî ìèðîâîççðåíèÿ äåòåé. Èëè
ìû îáðàùàåìñÿ ê ìîäåëÿì êàê ê ýâðèñòè-
÷åñêîìó ñðåäñòâó è çàòåì äîêàçûâàåì èëè
îïðîâåðãàåì ãèïîòåçó, èëè èñïîëüçóåì ïîä-
âèæíóþ ìîäåëü â êà÷åñòâå íàãëÿäíîãî ïî-
ñîáèÿ ïîñëå çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà. Íè
â êîåì ñëó÷àå ýêñïåðèìåíò íå äîëæåí ïîä-
ìåíÿòü ñîáîé äåäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé.
Íî ìåíÿ çäåñü áîëüøå âñåãî èíòåðåñóþò
ýâðèñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè GS.

 2. ÃÅÍÅÐÀÒÎÐ ÍÎÂÛÕ ÇÀÄÀ×

Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ê çàäà÷å çà÷à-
ñòóþ ïîäñêàçûâàåò èäåþ ðåøåíèÿ ïðîáëå-
ìû, ôîðìèðóåò ãèïîòåçû è ïðèãëàøàåò ê
ðàçâèòèþ çàäà÷è â îïðåäåëåííûõ íàïðàâ-
ëåíèÿõ. Ïðèâåäó ïðèìåðû çàäà÷, êîòîðûå
âîçíèêëè ïðè ýêñïåðèìåíòàõ ñ äèíàìè÷åñ-
êèì ÷åðòåæîì.

Çàäà÷à 1.
Èç âíóòðåííåé òî÷êè ïðàâèëüíîãî

ïÿòèóãîëüíèêà äâå ñìåæíûå åãî ñòîðîíû
âèäíû ïîä óãëàìè â 84°. Ïîä êàêèìè óã-
ëàìè âèäíû îñòàëüíûå ñòîðîíû ïÿòèóãîëü-
íèêà?

Ðåøåíèå. Ïóñòü â ñîîòâåòñòâèè ñ óñ-
ëîâèåì ∠BZA = ∠BZC = 84° (ñì. ðèñóíîê 4).

Äîñòàòî÷íî íàéòè âåëè÷èíû óãëîâ
AZE è DZE. Òî÷êà Z, î÷åâèäíî, ïðèíàä-
ëåæèò îñè ñèììåòðèè ïÿòèóãîëüíèêà � ïðÿ-
ìîé BZ. Òîãäà BZ ⊥ DE. Íåïîñðåäñòâåííûì
èçìåðåíèåì ïîëó÷àåì ãèïîòåçó: ∠DZE = 60°.
Äîïóñòèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíî ∠DZE = 60°.
Òîãäà ∆ AEZ � ðàâíîáåäðåííûé, AE = ZE.
Òàê êàê ïÿòèóãîëüíèê ïðàâèëüíûé, òî
∠AED = 108°. Îòêóäà ñëåäóåò: ∠AEZ = 48°,

Ðèñóíîê 3.

Ðèñóíîê 4.
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∠EAZ = (180° � 48°) : 2 = 66°, ∠ZAB = 108° �
� 66° = 42°, ∠BZA = 84°. Çàìå÷àåì, ÷òî ïðè
äâèæåíèè òî÷êè Z ïî ïðÿìîé BZ â íàïðàâ-
ëåíèè ê òî÷êå Â ∠DZE íåïðåðûâíî óìåíü-
øàåòñÿ, à ∠BZÀ óâåëè÷èâàåòñÿ. Ïîýòîìó
∠DZE ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 60° òîëüêî îäèí
ðàç. Ïðè ýòîì, ∠BZÀ = ∠BZÑ = 84°. Ïî ïðè-
÷èíå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óãîë DZE
ðàâåí 60°. Òîãäà ∠AZE = 66°.

Ïðåäëîæèì äåâÿòèêëàññíèêàì ïîñò-
ðîèòü äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ê ñëåäóþùåé
çàäà÷å (ðèñóíîê 5). Ïóñòü Ì � ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà íà äèàìåòðå ÀÂ îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì Î, Ñ è D � òî÷êè îêðóæíîñòè,
ðàñïîëîæåííûå ñ îäíîé ñòîðîíû îò ÀÂ,
ïðè÷åì ∠CMA = ∠DMB. Äîêàçàòü, ÷òî
∠CMD = ∠COD.

Ïîëó÷èâ ðåøåíèå ýòîé íåñëîæíîé
çàäà÷è, íå óäîâëåòâîðèìñÿ èì è ïîñòðîèì
ïîäâèæíóþ ìîäåëü. Ïåðåìåñòèì òî÷êó Ì
è óâèäèì, ÷òî è òî÷êà D êîíå÷íî æå ïåðå-
ìåñòèòñÿ. Çàìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî ïðÿìàÿ
CD ïåðåñåêàåò â êàæäûé ìîìåíò äâèæå-
íèÿ ïðÿìóþ ÀÂ â íåïîäâèæíîé òî÷êå P.
Ïðîäîëæèâ ýêñïåðèìåíò, çàìå÷àåì, ÷òî
êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç òî÷êó Ê, ãäå ÊÌ ⊥ ÀÂ, òàêæå ïåðå-
ñåêàåò ÀÂ â òî÷êå Ð. Ïîëó÷àåì
íîâóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 2.
Ïóñòü Ñ � ïðîèçâîëüíàÿ

òî÷êà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì
ÀÂ, Ì (M ≠ O) � ôèêñèðî-
âàííàÿ òî÷êà íà äèàìåòðå, D �
òî÷êà îêðóæíîñòè, äëÿ êîòîðîé
∠DMB = ∠CMA. Äîêàçàòü, ÷òî

òî÷êà Ð ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è CD ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé ïðè èçìåíåíèè òî÷êè
Ñ, è ïðÿìàÿ ÐÊ � êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñ-
òè â òî÷êå Ê.

(Êàê-òî, ñïóñòÿ íåêîòîðîå âðåìÿ ïîñ-
ëå îáíàðóæåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà, ÿ íàøåë
ïî ñóòè òàêóþ æå çàäà÷ó â îäíîì èç íîìå-
ðîâ «Ìàòåìàòèêè â øêîëå», ÷òî íåñêîëü-
êî îõëàäèëî ìîè àìáèöèè ïåðâîîòêðûâà-
òåëÿ).

Ïîëåçíûì óïðàæíåíèåì äëÿ äåâÿòè-
êëàññíèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äèíàìè-
÷åñêîé ìîäåëè è ðåøåíèå ñëåäóþùåé çà-
äà÷è: íàéòè ïðÿìîóãîëüíèê íàèáîëüøåé
ïëîùàäè, êîòîðûé ìîæíî âïèñàòü â òðåó-
ãîëüíèê çàäàííîãî ïåðèìåòðà.

Ìîäåëü (âèçóàëüíî âñåãî ëèøü) âûã-
ëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 6.

Çäåñü ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ
çàäàí ïîñòîÿííûì è ðàâåí äëèíå îòðåçêà
PQ. Åñëè äâèãàòü âåðøèíó À, òî áóäåò èçìå-
íÿòüñÿ è âåñü òðåóãîëüíèê, à âìåñòå ñ íèì
è âïèñàííûé ïðÿìîóãîëüíèê. Ìàêñèìóì
åãî ïëîùàäè áóäåò äîñòèãàòüñÿ, êîãäà ñòî-
ðîíà MN ñòàíåò ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëü-
íèêà. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîå, è ïðèâî-
äèòü åãî çäåñü íå áóäåì. Ãëàâíîå, ÷òî èí-
òåðåñóåò â ýòîé «èñòîðèè» � ýâðèñòè÷åñ-
êàÿ äåÿòåëüíîñòü ó÷åíèêîâ. Ñ ëîãè÷åñêîé
ñòîðîíû íåò íèêàêîé íåîáõîäèìîñòè â ýâ-
ðèñòèêå � ìîæíî ñðàçó æå ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå çàäà÷è ïîñëå åå ïîñòàíîâêè â êëàñ-
ñå. Íî íàñêîëüêî áîëåå ñîäåðæàòåëüíà
ïðåäëîæåííàÿ ðàáîòà! Óæå ñàìî ïîñòðîå-
íèå äèíàìè÷åñêîãî ðèñóíêà (ïîëàãàþ, åñ-
òåñòâåííî åãî òàê íàçûâàòü) ÷åãî ñòîèò.
Íî ãëàâíîå âïåðåäè. Ìîäåëü êàê áû ïðè-
ãëàøàåò ê äàëüíåéøèì èññëåäîâàíèÿì ñè-
òóàöèè � ïîèñêó ïîãðàíè÷íûõ çàäà÷. Ïî-
÷åìó áû íå ïîñòàâèòü ñëåäóþùèé âîïðîñ.

Ðèñóíîê 5.

A BOM

C

K D

P

Ðèñóíîê 6.

P Q

A

CB

M N
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Çàäà÷à 3.
Â òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì à è

âûñîòîé h âïèñàòü (ïîìåñòèòü) äâà ïðÿìî-
óãîëüíèêà ñ íàèáîëüøåé ñóììàðíîé ïëî-
ùàäüþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêè
ñëåäóåò ðàçìåñòèòü, êàê ïîêàçàíî íà ðè-
ñóíêå 7. Òîãäà ýêñïåðèìåíò ñ äèíàìè÷åñ-
êîé ìîäåëüþ ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ìàêñè-
ìàëüíàÿ îáùàÿ ïëîùàäü ñîñòàâëÿåò 2/3 îò
ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. Äîêàæåì ýòî.

Ïóñòü AÎ ⊥ BC, BC = a, AQ = h,

MN = x, HK = y, PH = t. Òîãäà íåòðóäíî âû-

÷èñëèòü 


 −=
a
xhME 1 . Òðåóãîëüíèê APQ

ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ÀÂÑ, îòêóäà

,
EF
PQ

AL
AG =  

x
y

a
hx

t
a
hx

=
−

, 
a

yxh
t

)( −= . Ñóììà

ïëîùàäåé äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ âìåñòå

 22 y
a
hxy

a
hx

a
hhxS −+−= , îòêóäà 2 +− hxyhy

.02 =+−+ aSahxhx  Ýòî êâàäðàòíîå óðàâ-

íåíèå îòíîñèòåëüíî y. Îíî èìååò ðåøå-
íèå â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîñòè äèñêðè-

ìèíàíòà 444 22222 =−+−= ahSxahxhxhD

.0443 222 ≥−+−= ahSxahxh  Ïîñëåäíåå íå-
ðàâåíñòâî èìååò ðåøåíèå, åñëè äèñêðè-
ìèíàíò êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåîòðèöà-

òåëåí, òî åñòü .0124 22 ≥− ahSha  Íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå S, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî, ðàâíî 
3

ah
, ÷òî ñîñòàâëÿåò

2/3 ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà.

Äàëåå åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü àíàëî-
ãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ òðåõ âïèñàííûõ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî ìàêñèìóì ïëîùàäè â ýòîì
ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò 3/4 îò ïëîùàäè òðåó-
ãîëüíèêà. Âîçíèêàåò ãèïîòåçà: ìàêñèìóì
ïëîùàäè n âïèñàííûõ â äàííûé òðåó-

ãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîñòàâëÿåò 
1+n

n

îò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà. Åå ìîæíî äî-
êàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

 Îáîáùåíèå � îäíà èç îñíîâíûõ
ìûñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, è ýòîìó ñòîèò
ó÷èòü äåòåé.

Çàäà÷à 4.
Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò ñòîðîíû

ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå 8. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî

111222 CBBAACBCCAAB ++=++ .
Ðåøåíèå îñíîâàíî íà òîì, ÷òî

2112 ACACABAB ⋅=⋅  (òî æå îòíîñèòñÿ è ê
âåðøèíàì Â è Ñ).

Ïîñòàâèì ïåðåä ó÷àùèìèñÿ âîïðîñ:
êàêóþ àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó âû ìîæåòå
ïðåäëîæèòü? Îíè ëåãêî ïðèäóò ê ñëåäóþ-
ùåé êîíôèãóðàöèè (ðèñóíîê 9).

Ðèñóíîê 7.

A

B CM

E F

N

H

P Q

KL

G

O

Ðèñóíîê 8.

A C

B

B2 B1

C1

C2

A2

A1

Ðèñóíîê 9.

EA

B

C

D

F1

K1

L1E2

E1

M1M2

L2

K2

F2
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Ïîñëå òîãî, êàê ïîëó÷åíî ðåøåíèå
äëÿ òðåóãîëüíèêà, íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî è
äëÿ ïðîçâîëüíîãî ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëü-
íèêà èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî.

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëü-
íèê, ìîæíî ðàññìîòðåòü èçâåñòíóþ çàäà-
÷ó: äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþ-
áîé òî÷êè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà äî
åãî ñòîðîí ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷è-
íîé. Íà ìîäåëè ó÷åíèêè ïðîâåðÿþò ýòîò
ôàêò. Ïîòîì ðåáÿòàì ïðåäëàãàåòñÿ íàéòè
íåïðàâèëüíûé ïÿòèóãîëüíèê, äëÿ êîòîðî-
ãî òàêæå âûïîëíÿåòñÿ äîêàçàííîå ñâîé-
ñòâî. Ïîñòðîèâ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ïÿ-
òèóãîëüíèêà ñ ðàâíûìè óãëàìè è ñ ðàçëè÷-
íûìè ïî äëèíå ñòîðîíàìè, óñòàíàâëèâàåì,
÷òî è äëÿ íåãî èìååò ìåñòî óêàçàííîå ñâîé-
ñòâî. Ïîñëå ðåøåíèÿ ïðåäûäóùåé çàäà÷è
íåñëîæíî áóäåò ýòî äîêàçàòü.

Â ¹ 6 æóðíàëà «Êâàíò» çà 1990 ãîä
áûëà íàïå÷àòàíà òàêàÿ çàäà÷à.

Åñëè êâàäðàò ïîâåðíóòü âîçëå åãî
öåíòðà íà óãîë 45°, òî ïîëó÷åííûé êâàä-
ðàò ðàçäåëÿåò ñòîðîíû ïåðâîíà÷àëüíîãî â
íåêîòîðîì îòíîøåíèè. Âîçìåì òåïåðü

ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê è
ðàçäåëèì åãî ñòîðîíû â òîì æå
îòíîøåíèè. ×åðåç òî÷êè äåëåíèÿ
ïðîâåäåì ïðÿìûå, êîòîðûå îáðà-
çóþò íîâûé ÷åòûðåõóãîëüíèê (ðè-
ñóíîê 10). Äîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäè
ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ðàâíû.

Ïîïðîáóåì «äèíàìèçèðî-
âàòü» äàííóþ â óñëîâèè çàäà÷è
êîíôèãóðàöèþ, à èìåííî, ïîñòðî-
èì âòîðîé êâàäðàò òàê, ÷òîáû îí
ìîã ïîâîðà÷èâàòüñÿ íà ïðîèçâîëü-

íûé óãîë. Òîãäà ïðè åãî âðàùåíèè âîêðóã
öåíòðà ïåðâîãî êâàäðàòà ñèíõðîííî
áóäåò âðàùàòüñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèé
÷åòûðåõóãîëüíèê ñïðàâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ïðè ýòîì åãî ïëîùàäü îñòàåòñÿ íåèçìåí-
íîé (ñàì æå îí ìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî ñâîåìó
îïðåäåëåíèþ), ðàâíîé ïëîùàäè ïåðâîãî
÷åòûðåõóãîëüíèêà. Òàê ÷òî èìååì íîâóþ
çàäà÷ó. Àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò ìîæíî
ïðîâåñòè è ñ ïÿòèóãîëüíèêàìè. Ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ êîíôèãóðàöèÿ ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñóíêå 11.

Çäåñü ñëåâà � ïðàâèëüíûå ïÿòèóãîëü-
íèêè, ñïðàâà � èõ «ñïóòíèêè» � îäèí ïðî-
èçâîëüíûé âûïóêëûé ïÿòèóãîëüíèê, âòî-
ðîé � åãî «ïîðîæäåíèå». Áóäóò ëè ðàâíû
èõ ïëîùàäè? Ìîæåò áûòü, ýêñïåðèìåíò
äàåò íàì òîëüêî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
ïëîùàäåé? Îòâåò ìíå ïîêà íåèçâåñòåí.

Íîâûå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ ïðîãðàì-
ìû GS, êàê ìû âèäåëè, ìîãóò âîçíèêíóòü
â ðåçóëüòàòå äèíàìèçàöèè ñòàòè÷åñêèõ
êîíôèãóðàöèé. Ðàññìîòðèì åùå ïðèìåð
çàäà÷-«äâîéíèêîâ».

         Çàäà÷à 5.
Íà ñòîðîíàõ ïðàâèëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ÀÂÑ îòìå÷åíû òî÷êè Ñ1
è Â1 òàê, ÷òî ÂÑ1 = ÀÂ1 = ÀÂ : 3,
Ì � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ
ÂÂ1 è ÑÑ1. Íàéòè óãîë ÀÌÑ (ðèñó-
íîê 12).

Çàäà÷à 6.
Íà ñòîðîíàõ ïðàâèëüíîãî òðå-

óãîëüíèêà ÀÂÑ îòìå÷åíû òî÷êè Â1
è Ñ1 òàê, ÷òî ÂÑ1 = ÀÂ1 è óãîë

Ðèñóíîê 10. Area F2 = 5,31 cm 2

Area F1 = 5,31 cm 2

Ðèñóíîê 11.
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ÀÌÑ = 90°, Ì � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåç-
êîâ ÂÂ1 è ÑÑ1. Íàéòè äëèíó îòðåçêà ÀÂ1,
åñëè ÀÂ = 6 (ðèñóíîê 13).

Ðåøåíèå ïåðâîé çàäà÷è ïîëó÷èì,
åñëè çàìåòèì, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê
ÀÂ1ÌÑ1 âïèñàí â îêðóæíîñòü.

Íà ðèñóíêå 13 óãîë ÀÌÑ îòëè÷åí
îò ïðÿìîãî, íî îí èçìåíèòñÿ, åñëè èçìå-
íèòñÿ ïîëîæåíèå òî÷êè Â1 íà ñòîðîíå ÀÑ.
Èçìåíÿÿ ýòî ïîëîæåíèå íà ìîäåëè, ïîëó-
÷èì ãèïîòåçó ÀÂ1 = ÀÑ:3. Äîêàçàòåëüñâî
ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ â çàäà÷å 5 è èç
ìîíîòîííîñòè èçìåíåíèÿ óãëà ÀÌÑ ïðè
äâèæåíèè òî÷êè Â1 â îïðåäåëåííîì íà-
ïðàâëåíèè.

3. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

Êòî-òî èç ïåäàãîãîâ-ìàòåìàòèêîâ
çàìåòèë, ÷òî â øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè
êàòàñòðîôè÷åñêè íå õâàòàåò çàäà÷ ïðèêëàä-
íîãî çíà÷åíèÿ. Ïðîãðàììà GS ëèêâèäè-
ðóåò ýòîò äåôèöèò â çíà÷èòåëüíîé ìåðå.
Íàïðèìåð, êàê ïîêàçàòü ó÷àùèìñÿ ïðàê-
òè÷åñêèé âûõîä îäíîé èç âàæíåéøèõ
ãåîìåòðè÷åñêèõ òåì � ïðåîáðàçîâàíèÿ íà
ïëîñêîñòè? Ñòîèò çàíÿòüñÿ ïàðêåòàìè (èëè
ìîçàèêàìè) � çàìîùåíèÿìè ïëîñêîñòè
êîïèÿìè ðàâíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ! Èìåí-
íî ïðîãðàììà The Geometer�s Sketchpad
äàåò óíèêàëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ òîãî,
÷òîáû øêîëüíèêè ïîãðóçèëèñü â ýòó
èíòåðåñíåéøóþ òåìó, êîòîðàÿ èìååò è
ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.

Íà÷íåì ñ ïîñòàíîâêè ïðîáëåìû:
êàêèìè ïðàâèëüíûìè ìíîãîóãîëüíèêàìè
ìîæíî çàìîñòèòü ïëîñêîñòü. Ïîñëå òîãî,
êàê áóäåò ïîíÿò îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ïî-
ðó÷èì äåòÿì ïîñòðîèòü ïàðêåò èç ïðàâèëü-

íûõ øåñòèóãîëüíèêîâ. Ïîëåçíîå çàíÿòèå:
çäåñü è ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî øåñòè-
óãîëüíèêà (íàïîìíèì, ñ ïîìîùüþ öèðêó-
ëÿ è ëèíåéêè), è èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè
è ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Äà è ðàñêðàñ-
êà ïàðêåòà � òîæå íåìàëîâàæíîå äåëî �
ãåîìåòðèÿ äîëæíà áûòü ýñòåòè÷íîé. Äàëåå,
ïîñòàâèì çàäà÷ó: êàêèìè íåïðàâèëüíûìè
ìíîãîóãîëüíèêàìè ìîæíî ïîêðûòü ïëîñ-
êîñòü? Äåòè ëåãêî ýòî äåëàþò ñ òðåóãîëü-
íèêàìè, ïàðàëëåëîãðàììàìè, òðàïåöèÿìè...
Çàòåì ïåðåõîäèì ê ïðîèçâîëüíûì ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêàì. Äåâÿòèêëàññíèêè äîãàäû-
âàþòñÿ, êàê è â ýòîì ñëó÷àå ñäåëàòü ïàð-
êåò. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ÷åòûðåõóãîëü-
íèê, ñèììåòðè÷íûé äàííîìó (ïðîçâîëüíî-
ìó!) îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îäíîé èç ñòî-
ðîí, à çàòåì ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñàìè
«ðàñïðîñòðàíèòü» íà âñþ ïëîñêîñòü.

Ýòî ïîäâèæíûé ïàðêåò � ïîòÿíóâ
ìûøêîé çà îäíó èç âåðøèí ïåðâîíà÷àëü-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ìîæåì ïîëó÷èòü
ïàðêåò êàêîé óãîäíî ôîðìû. Òåïåðü ïå-
ðåéäåì ê ïÿòèóãîëüíèêàì. Çäåñü èíòåðåñ-
íåéøàÿ èñòîðèÿ. Åå ìàñòåðñêè èçëàãàåò
Ìàðòèí Ãàðäíåð â ñâîèõ êíèãàõ ïî çàíè-
ìàòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Ñàìóþ ïðîñòóþ ìî-
çàèêó èç ïÿòèóãîëüíèêîâ, ó êîòîðûõ ñóì-
ìà òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ óãëîâ ðàâíà
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360°, äåòè ìîãóò ïîñòðîèòü ñàìîñòîÿòåëü-
íî (ðèñóíîê 14).

À âîò äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóõ äðóãèõ ìî-
çàèê íàäî èñïîëüçîâàòü åùå è ïîâîðîòû
ïëîñêîñòè. Åñëè ïÿòèóãîëüíèê îáîçíà÷èòü
êàê ABCDE, a, b, c, d, e � äëèíû åãî ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ñòîðîí, òî ó âòîðîãî ïÿòè-
óãîëüíèêà À = 60°, Ñ = 120°, a = b, c = d.
À ó òðåòüåãî ïÿòèóãîëüíèêà âñå ñòîðîíû
ðàâíû. Ïîñòðîåíèå òàêèõ ïàðêåòîâ � óâ-
ëåêàòåëüíîå è ïîëåçíåéøåå ãåîìåòðè÷åñ-
êîå çàíÿòèå, êîòîðîå ðàçâèâàåò èíòóèöèþ
è ýñòåòè÷åñêèé âêóñ. Âñå îíè ìîãóò áûòü
äåôîðìèðîâàíû òàê, ÷òî è ïîëó÷àòñÿ, â
÷àñòíîñòè, íåâûïóêëûå ïÿòèóãîëüíèêè.
Âñåãî èçâåñòíî 14 òèïîâ ïàðêåòîâ èç
âûïóêëûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ. Ó÷àùèõñÿ ìîæ-
íî ïîçíàêîìèòü è ñ ïðèíöèïàìè ïîñòðîå-
íèÿ ìîçàèê áîëåå ñëîæíîé ôîðìû. Îäèí
èç ìåòîäîâ îòðàæåí íà ðèñóíêå 15.

1. Ñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì ABCD.
2. Íà ñòîðîíàõ ÀÂ è AD ïîñòðîèì

ïðîèçâîëüíûå ëîìàíûå.
3. Ïåðåíåñåì ëîìàíóþ, ïîñòðîåííóþ

íà ñòîðîíå ÀÂ, íà âåêòîð ÂÑ.
4. Ïåðåíåñåì ëîìàíóþ, ïîñòðîåííóþ

íà ñòîðîíå AD, íà âåêòîð ÀÂ.
5. Ñåðèåé ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ

çàïîëíÿåì ïëîñêîñòü.

È åñëè ó äåòåé ðàçâèòî õóäîæåñòâåí-
íîå âîîáðàæåíèå, òî ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ
äîñòàòî÷íî ëþáîïûòíàÿ ìîçàèêà. Äàëåå,
ïî ëîãèêå âåùåé, ñëåäóåò ïîçíàêîìèòü ó÷à-
ùèõñÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì òâîð÷åñòâîì ãîë-
ëàíäñêîãî õóäîæíèêà Ìîðèöà Ýøåðà. Ýòî
áóäåò äîñòîéíûì çàâåðøåíèåì òåìû.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî ïîñòðîåíèå
ïàðêåòîâ íà êîìïüþòåðå ïðèíöèïèàëüíî
îòëè÷àåòñÿ îò õàîòè÷åñêèõ ïîïûòîê ðå-
áåíêà ñäåëàòü òî æå ñàìîå ñ ìàòåðèàëü-
íûìè ïëèòêàìè. Ïîïðîáóéòå, íàïðèìåð,
òàêîå (ðèñóíîê 16) ñëîæèòü íà êîìïüþ-
òåðå! Ýòî ïàðêåò èç ïîëèàìîíäîâ Ïåí-
ðîóçà � àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà. Êàæ-
äàÿ èç ïëèòîê ñîñòîèò èç ïðàâèëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ. Ïî-ðàçíîìó îðèåíòè-
ðîâàííûå 12 ïîëèàìîíäîâ îáðàçóþò ôðàã-

Ðèñóíîê 14.

B

A

D

C

B

A

D

C

B

A

D

C

B

A

D

C

A'

Ðèñóíîê 15.

Ðèñóíîê 16.



23

Ýâðèñòè÷åñêèé ïîëèãîí äëÿ ãåîìåòðèè

ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

ìåíò, êîòîðûì ïàðàëëåëüíûìè ïåðåíîñà-
ìè ìîæíî ïîêðûòü ïëîñêîñòü.

4. ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÑÒÀ

Çàäà÷è íà ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî-
÷åê ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû GS òàê-
æå óâëåêàòåëüíî. Çäåñü, êñòàòè, åñòü õî-
ðîøàÿ âîçìîæíîñòü ââåñòè ïàðàáîëó, ãè-
ïåðáîëó è ýëëèïñ â ãåîìåòðè÷åñêèé êîí-
òåêñò, òî åñòü ðàññìîòðåòü èõ òàê, êàê ñëî-
æèëîñü åùå ñî âðåìåí Àðõèìåäà.

Ïîñòðîèì, ê ïðèìåðó, ãèïåðáîëó
êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê Ð ïëîñ-
êîñòè, ìîäóëü ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé êî-
òîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê F1 è F2 åñòü
âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ. Íà ðèñóíêå 17

MFPMPFPFPF 1121 |||| =−=− . Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè çàñòàâèòü òî÷êó Ì äâèãàòüñÿ ïî
îêðóæíîñòè, òî òî÷êà Ð áóäåò îïèñûâàòü
ãèïåðáîëó. Äëÿ ýòîãî â ïðîãðàììå ñëóæèò
êîìàíäà animation, âûïîëíèâ êîòîðóþ, óâè-
äèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè òî÷êè Ì òî÷êà Ð
îñòàâëÿåò ñëåä � ãèïåðáîëó.

Ïîñòðîåíèå ýëëèïñà âûïîëíÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî. Íà ðèñóíêå 18 òî÷êà Õ îïðåäå-
ëåíà òàê, ÷òî ÀÕ = ÌÕ. Òîãäà, åñëè òî÷êà

Ì áóäåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ïîñòî-
ÿííîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì Â, òî ñóììà ðàñ-
ñòîÿíèé ÀÕ + ÂÕ íå èçìåíÿåòñÿ. À ýòî è
îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà Õ îïèøåò ýëëèïñ.

Òåõíîëîãèÿ ïîñòðîåíèÿ ïàðàáîëû
òàêæå ñõîäíà ñ ðàññìîòðåííîé. Àíàëîãè÷-
íî ìîæíî ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü Àïîëî-
íèÿ è ìíîãî äðóãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåñò.
Â ïðîãðàììå GS ëåãêî ïðîäåìîíñòðèðî-
âàòü ñâåòîâîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû, ðàññêà-
çàâ ïðè ýòîì äåòÿì ëåãåíäó îá Àðõèìåäå,
êîòîðûé ïîäæåã íåïðèÿòåëüñêèå êîðàáëè
ñ ïîìîùüþ ïàðàáîëè÷åñêîãî çåðêàëà.

Ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñóíîê 19 âûã-
ëÿäèò òàê. Çäåñü: ÌN || OF, ÀÌ � êàñàòåëü-
íàÿ ê ïàðàáîëå, F � åå ôîêóñ. Åñëè âûâå-
ñòè íà ìîíèòîð âåëè÷èíû óãëîâ, çàìåòèì,

÷òî KMNAMF ∠=∠ . Çíà÷èò, ëó÷ ñâåòà,
âûõîäÿùèé èç òî÷êè F, îòðàçèâøèñü îò
ïàðàáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïîéäåò ïà-
ðàëëåëüíî îñè ïàðàáîëû.

Ýòî ñâîéñòâî ìîæíî äîêàçàòü â äå-
ñÿòîì êëàññå ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

Íàøà ïðîãðàììà � ïðåâîñõîäíûé
èíñòðóìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ ìåñò òî÷åê. Åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
è çäåñü äâîÿêî: ëèáî êàê ýâðèñòè÷åñêîå
ñðåäñòâî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãèïîòåç è äàëü-
íåéøèõ âàðèàöèé çàäà÷è, ëèáî êàê ãðà-
ôîïîñòðîèòåëü äëÿ âèçóàëüíîé äåìîíñòðà-
öèè ñâîéñòâ, çàäàþùèõ ÃÌÒ. Ðàññìîòðèì
èçâåñòíóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 7.
Òî÷êà À � ôèêñèðîâàííàÿ âåðøèíà

ïðÿìîóãîëüíèêà ÀÌÕN � ëåæèò âíóòðè çà-
äàííîé îêðóæíîñòè (ðèñóíîê 20), âåðøè-
íà Ì � ïåðåìåííàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè.
Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî âåðøèí Õ
ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ðèñóíîê 17.
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Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñëåäóåò èç èç-
âåñòíîãî ôàêòà: 2222 ONOMOAOX +=+ .

Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà Õ ïðè èçìåíå-
íèè òî÷êè Ì áóäåò äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñ-

òè ñ öåíòðîì Î è ðàäèóñîì 222 OAR − ,
ãäå R � ðàäèóñ äàííîé îêðóæíîñòè. Ýêñ-
ïåðèìåíò íà ìîäåëè ïîäòâåðæäàåò ýòî. Îä-
íàêî ïîéäåì äàëüøå: âîçüìåì âìåñòî
ïðÿìîóãîëüíèêà ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê
è ðåøèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü òî÷êà À � ôèêñèðîâàííàÿ âåð-
øèíà ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÌÕ (ðè-
ñóíîê 21), Ì � ïåðåìåííàÿ òî÷êà äàííîé
îêðóæíîñòè. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñ-
òî òî÷åê Õ.

Ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî èñêî-
ìîå ÃÌÒ � òàêæå îêðóæíîñòü, îäíàêî îíà
íå êîíöåíòðè÷íà äàííîé îêðóæíîñòè. Äî-
êàæåì ýòî.

Ðàññìîòðèì äèàìåòð Ì1Ì2 äàííîé
îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó À,
è äâà ðàâíîñòîðîííèõ òðåóãîëüíèêà ÀÌ1Õ1
è ÀÌ2Õ2 (êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 22).
Òîãäà òî÷êè À, Õ1 è Õ2 ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Ïóñòü Ð � ñåðåäèíà îòðåçêà Õ1Õ2.
Ðàññìîòðèì ïîâîðîò íà 60° ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè âîêðóã òî÷êè À. Òîãäà ïðÿ-
ìàÿ Ì2Ì ïåðåéäåò â ïðÿìóþ Õ2Õ, à ïðÿ-
ìàÿ ÌÌ1 � â ïðÿìóþ ÕÕ1, òàê êàê óãîë
Ì2ÌÌ1 � ïðÿìîé, òî è óãîë Õ2ÕÕ1 áóäåò

ïðÿìûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ïåðåìåííîé
òî÷êè Õ ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê Õ1Õ2 âè-
äåí ïîä ïðÿìûì óãëîì, ñëåäîâàòåëüíî òî÷-
êà Õ ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì
Ð è ðàäèóñîì ÐÕ1, ðàâíûì ðàäèóñó äàí-
íîé îêðóæíîñòè.

À ÷òî åñëè, âìåñòî ñëîâà «îêðóæ-
íîñòü» â óñëîâèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è, âñòà-
âèòü ñëîâî «ïðÿìîóãîëüíèê»? Òî åñòü çà-
ñòàâèòü îäíó âåðøèíó ïðàâèëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà äâèãàòüñÿ ïî ïåðèìåòðó ïðÿìîó-
ãîëüíèêà (ðèñóíîê 23). Òåïåðü èñêîìûì
ÃÌÒ áóäåò ðàâíûé èñõîäíîìó ïðÿìîóãîëü-
íèê, ïîëó÷åííûé èç íåãî ïîâîðîòîì íà
60° âîêðóã òî÷êè À.

5. ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÊÐÓÃÎÇÎÐÀ

Ó÷èòåëü, áëàãîäà-
ðÿ ïðîãðàììå GS, èìå-
åò ïðåêðàñíóþ âîçìîæ-
íîñòü ïîçíàêîìèòü ó÷å-
íèêîâ ñ ìíîãèìè æåì-
÷óæèíàìè ïîñòåâêëèäî-
âîé ãåîìåòðèè, òàêèìè,
êàê òåîðåìà Äåçàðãà, òå-
îðåìà Ïàñêàëÿ, îêðóæ-
íîñòü äåâÿòè òî÷åê, òåî-
ðåìà ×åâû, èíâåðñîð
Ïîñåëüå-Ãàðòà, òðåóãîëü-
íèêè Øâàðöà è Íàïîëå-
îíà, ïåäàëüíûé òðåóãîëü-
íèê, òåîðåìà î áàáî÷êå

è ò. ä. Ðàáîòà ñ ýòèìè òåìàìè ìîæåò âûã-
ëÿäåòü, êàê «ïîáî÷íûé ïðîäóêò» â êîí-
òåêñòå îáÿçàòåëüíîãî êóðñà ïëàíèìåòðèè.
Íàïðèìåð, ïðåäëîæèì äåâÿòèêëàññíèêàì
ïîñòðîèòü îáùèå êàñàòåëüíûå ê òðåì ïà-
ðàì îêðóæíîñòåé (ðèñóíîê 24). Âûïîë-
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íèâ ýòî ïîëåçíîå ñàìî ïî
ñåáå çàäàíèå, ó÷åíèêè çàìå-
òÿò óäèâèòåëüíîå ñâîéñòâî:
òðè ïàðû êàñàòåëüíûõ ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êàõ, êîòîðûå
ïðèíàäëåæàò îäíîé ïðÿìîé
(òåîðåìà Ìîíæà èç ïðîåêòèâ-
íîé ãåîìåòðèè). È íè÷åãî,
÷òî äåòè åùå íå ãîòîâû äëÿ
ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òå-
îðåìû. Çàòî îíè ïîëó÷àò åùå
îäèí ïðèìåð ãåîìåòðè÷åñêîé
ãàðìîíèè íà åâêëèäîâîé
ïëîñêîñòè. Êñòàòè, â äåñÿòîì êëàññå ïðè
èçó÷åíèè êóðñà ñòåðåîìåòðèè ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà
ïðîñòðàíñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè òåîðå-
ìû Ìîíæà.

Ïðåäëîæèì ó÷àùèìñÿ è òàêóþ çàäà-
÷ó: íàéòè òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåãî ïåðè-
ìåòðà, âïèñàííûé â äàííûé îñòðîóãîëü-
íûé òðåóãîëüíèê. Ïîäâèæíàÿ ìîäåëü è
ýêñïåðèìåíòû ñ íåé (âñïîìíèì � ïðîãðàì-
ìà GS äàåò âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ïëîùàäü
ïîñòðîåííîãî òðåóãîëüíèêà) ïðèâîäÿò ê ãè-
ïîòåçå: âåðøèíû èñêîìîãî òðåóãîëüíèêà
ñîâïàäàþò ñ îñíîâàíèÿìè âûñîò äàííîãî
òðåóãîëüíèêà. Íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ñàìî-
ñòîÿòåëüíî äåâÿòèêëàññíèêàì îáû÷íî íå
ïîä ñèëó. Â òàêîì ñëó÷àå ïðåäëîæèì èì
ïîñëå íåêîòîðîé ýâðèñòè÷åñêîé ìîòèâà-
öèè âûïîëíèòü êîìïîçèöèþ íåñêîëüêèõ
ñèììåòðèé îòíîñèòåëüíî ñòîðîí äàííîãî
òðåóãîëüíèêà è åãî îáðàçîâ (ðèñóíîê 25).
Ïðèäåì ê ñëåäóþùåé êîíôèãóðàöèè, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé íåìåöêèé ìàòåìàòèê
Øâàðö äîêàçàë ýêñòðåìàëüíîñòü ïëîùàäè

âûñîòíîãî òðåóãîëüíèêà. Â ýòîì ëåãêî
óáåäèòüñÿ è íà ìîäåëè è ÷èñòî äåäóêòèâ-
íî. Ëþáîïûòíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à
äëÿ âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðåøà-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõîæåãî ïîñòðîåíèÿ.

À âîò êàê âûãëÿäèò ðèñóíîê ê äèíà-
ìè÷åñêîé ìîäåëè òåîðåìû Äåçàðãà. Ýòî
îáû÷íûé ðèñóíîê íà ëèñòå áóìàãè, íî íà
ìîíèòîðå êîìïüþòåðà îí îæèâàåò. Äâèãàÿ
ðàçëè÷íûå òî÷êè, óáåæäàåìñÿ â èñòèííî-
ñòè òåîðåìû. Âìåñòå ñ òåì, âûáðàííûé
ðàêóðñ ñêëîíÿåò ìûñëü ê ïðîñòðàíñòâåí-
íîé èíòåðïðåòàöèè. Êàê òîëüêî ìû óâè-
äåëè ïëîñêîñòè, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò òðå-

óãîëüíèêè ABC è 111 CBA  (ðèñóíîê 26), òàê

ñðàçó æå ïîéìåì, ïî÷åìó òî÷êè P, Q, R
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ðàáîòàÿ â ïðîãðàììå GS, òðóäíî
îáîéòè òàêóþ òåìó êàê èíâåðñèÿ. Ïîçíà-
êîìèâ äåòåé ñ åå îïðåäåëåíèåì è âûïîë-
íèâ ñ íèì ðÿä ââîäíûõ óïðàæíåíèé, ïî-
ñòàâèì çàäà÷ó: ïîñòðîèòü ìîäåëü, ïîçâî-
ëÿþùóþ ñîçäàâàòü îáðàçû ôèãóð ïðè èí-
âåðñèè ñ çàäàííûì öåíòðîì è ðàäèóñîì.
Íà ðèñóíêå 27 êîìïüþòåð âû÷åðòèë çàìê-
íóòóþ êðèâóþ, ÿâëÿþùóþñÿ îáðàçîì äàí-
íîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.
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Õðàïîâèöêèé Èâàí Ñåðãååâè÷,
ó÷èòåëü ìàòåìàòèêè
íà óãëóáëåííîì óðîâíå ñðåäíåé
øêîëû ¹3 ã.Ãëóáîêîå, Áåëàðóñü.

6. ËÀÁÎÐÀÒÎÐÍÛÅ ÐÀÁÎÒÛ
ÏÎ ÃÅÎÌÅÒÐÈÈ

Ïðîãðàììà ïî äèíàìè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè îòêðûâàåò íåîãðàíè÷åííûå âîçìîæ-
íîñòè äëÿ ïðîâåäåíèÿ èíòåðåñíåéøèõ ëà-
áîðàòîðíî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò íà
øêîëüíîì óðîâíå. Êàæäóþ èç ðàññìîòðåí-
íûõ âûøå çàäà÷ èëè èõ ñåðèè ìîæíî
îôîðìèòü â âèäå ëàáîðàòîðíîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ñ ïîñëåäóþùèì (èëè ïðåäøåñòâóþ-
ùèì äîêàçàòåëüñòâîì). Ïîëåçíåéøåé ðà-
áîòîé, ê ïðèìåðó, ïðè èçó÷åíèè êóðñà ñòå-
ðåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äèíàìè-

÷åñêèõ ìîäåëåé ñå÷åíèé ìíîãîãðàííèêîâ.
Íà ïîëó÷åííûõ ðèñóíêàõ ñå÷åíèÿ ìîãóò
ïîâîðà÷èâàòüñÿ, äâèãàòüñÿ ñàìîñòîÿòåëüíî,
èçìåíÿÿ ïðè ýòîì ñâîþ ôîðìó.

Ïðîãðàììà The Geometer�s Sketchpad �
âåëèêîëåïíûé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòðóìåíò
äëÿ ó÷èòåëÿ ìàòåìàòèêè.

Ýòîò ìàòåðèàë îá èñïîëüçîâàíèè
êîìïüþòåðà ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè íå
äàåò ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î âîçìîæíîñ-
òÿõ äèíàìèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ. Çà ðàìêàìè ñòàòüè îñòàëèñü ñþæå-
òû, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèÿìè íà ïëîñêî-
ñòè, èíâàðèàíòàìè, øàðíèðíûìè ìíîãî-
óãîëüíèêàìè, ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòà-
öèåé àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷ è ìíîãîå äðó-
ãîå. Àâòîð èìååò çíà÷èòåëüíûå íàðàáîò-
êè â âèäå êîìïüþòåðíûõ ôàéëîâ (îêîëî 5
Ìá), ãäå âæèâóþ ðàçâåðòûâàþòñÿ ïëîäî-
òâîðíûå èäåè äèíàìèçàöèè, è ãîòîâ ïîäå-
ëèòüñÿ áîëåå ñïåöèàëüíîãî ðîäà îïûòîì.

Îò ðåäàêöèè: äåìîíñòðàöèîííóþ âåðñèþ ñðåäû The Geometer's Sketchpad, êîòî-
ðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî ñóùåñòâó îãðàíè÷åííî-ðàáî÷åé (íå ïîçâîëÿåò ñîõðàíÿòü è ðàñïå÷à-
òûâàòü ðåçóëüòàòû ðàáîòû), ìîæíî ïîëó÷èòü â Èíòåðíåò îò åå èçäàòåëÿ: http://
www.keypress.com/sketchpad/sketchdemo.html

Ðóñèôèöèðîâàííàÿ âåðñèÿ The Geometer's Sketchpad ïîä íàçâàíèåì «Æèâàÿ ãåîìåò-
ðèÿ» ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ Ìîñêîâñêèì Èíñòèòóòîì íîâûõ òåõíîëîãèé: http://www.int-edu.ru,
òåë.: (095) 926-49-65.


